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我々は科学技術計算用ライブラリ群，特に並列数値計
算において，以下に示す特徴・機能を有する数値計算ラ
イブラリの開発を目指している．

� ユーザが指定するパラメタが少ないこと

� 演算カーネルに関するチューニング機能があること

� 通信処理に関するチューニング機能があること（並
列計算機を用いる場合）

� 利用するアルゴリズムに関する自動選択機能がある
こと

これらの設計思想に基づいて開発された �����6+7は，
チューニング機能を含む性能に関する最適化をユーザが直
接指定することなしにライブラリ自体が行うという概念
を実現したライブラリである．今回開発した ���� ���で
は，これらの機能に加えて係数行列の構造を調べること
により演算量を削減し，計算の高速化を図っている．なお
���� ���の �は演算量の減少 �'	���	��に由来している．

大澤 清 東京大学 情報基盤センター �������� ��	 
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���� ���は主に並列スパースダイレクトソルバとして
用いられるように設計されている．並列スパースダイレ
クトソルバに関する研究は数多く行われており 6*7，また
様々な手法が提案され高速化が図られているが，その性
能が計算機の理論ピーク性能に近い値を示しているもの
は少なく，さらに高速なソルバが要求されている．
���� ���はそういった要求にできるだけ応えようとして
設計された． ���� ���の特徴として

� 自動チューニング機能をもつ

� 疎行列を密行列と同様に直接法によって解くことで
計算の高速化を図る

� 密行列インタフェースとなるため利用しやすい

� メモリ利用は非効率的になる

などが挙げられる．
自動チューニングの機能をもつ数値計算ソフトウエア

としては 8#�8$%627や $"�$&647などが挙げられる．し
かしこれらのソフトウエアは並列計算を考慮に入れてい
なかったり，行列積などの比較的簡単な計算の最適化の



みを行うだけである．そこで我々は，実用的な並列数値計
算ライブラリを念頭に置き， �����プロジェクトとして
並列対称密行列固有値ライブラリ 6/7，並列三重対角化ラ
イブラリ 657，並列疎行列連立一次方程式ライブラリ 6.76(7
の開発を行ってきた．
本稿の構成は以下の通りである．まず第 +章で，今回開

発した自動チューニング機能付き並列 ��分解ルーチン
���� ���の概要について説明する．次に第 *章で，具体
的なチューニング機能を紹介する．第 2章では，分散メモ
リ型並列計算機である #�"$%#� &'())) と #�"$%#�
&'**)+を用いて ���� ���の性能を評価した結果を示す．
最後に，第 /章で本論文のまとめを述べる．

� ���� ���の概要

��� 自動チューニング
�����における自動チューニング機能としては以下のも

のが挙げられる．

�+� 機種，アーキテクチャに依存するチューニング（ア
ンローリング段数，通信方式など）

�*� 問題に依存するチューニング

�2� アルゴリズムに関するチューニング

これらのうち ���� ���によって実装されているのは �+�
と �*�に分類されるチューニングである．

��� 並列疎ソルバとしての ���� ���

三次元物体の構造解析などを行う際に得られる大規模
連立一次方程式を解くために，高速なソルバの需要が高
まっている．我々が開発している並列連立一次方程式ライ
ブラリは，式（+）に示される連立一次方程式の解ベクト
ル �を求めることができる．

�� 9 � �+�

ここで，係数行列 � � ���� は実数の非対称密行列もし
くは非対称疎行列である．また右辺ベクトル �は � � ��

であり，解ベクトル �は � � �� である．式（+）の解法
として直接解法と反復解法の *種類が存在するが，今回
は密行列，疎行列とも直接解法で解くこととする．
構造解析など実際の応用問題で得られる連立一次方程

式の係数行列は疎行列になることが多く，その場合は反
復解法により解が求められることが多い．しかし係数行
列が対角優位でなく悪条件の場合などは反復解法を用い
ると解が収束しなかったり，また収束したとしても反復
回数が非常に増大する場合がある．一方で最近の計算機
のメモリの増加を考慮すると，反復解法に比べてメモリ
利用の点で不利ではあるが，かなり大規模なサイズの問
題が精度の点で有利な直接解法でも解けるようになって
きているため，直接解法で疎行列を扱うことにした．解
法が直接解法のため，当然 ���� ���は密行列も扱うこと
ができる．

� ���� ���のもつチューニング機能の紹介
並列 ��分解ルーチンでのチューニングとして，以下の

機能を用意した．

� ブロックアルゴリズムにおける最適ブロック幅（多
段多列同時消去法における段数 �� と列数 ��）の
探索

� 係数行列の非零構造からの演算範囲限定

� 零要素による更新演算の省略

� データ分散方法の最適化
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図 +: 多段多列同時消去法

��� 多段多列同時消去法
���� ���では ��分解を外積形式ガウス法により行っ

ている．その更新演算にはブロックアルゴリズム 637とよ
ばれる手法を用い，レジスタの同時利用によりその性能
向上を図っている．そのためこの手法は機種，アーキテク
チャに依存するチューニングに分類される．図 +はブロッ
ク幅を示し，それらは ��，�� の *種類のパラメタで
表されている．
実際の演算は図 +の ��
�1 '
��内の �� ��� で示

される長方形ブロック内の要素と ��
�1 %
�����内の ��
個の要素との積和演算となり， �����	 '	��
�内の各要
素が自身から �� 個の積を減算している．これによりメ
モリへのストア回数が減ることになり，同時参照可能な
レジスタ数に応じて演算速度が向上する．
最も演算効率を高める ��，�� の組合せは使用する

並列計算機のアーキテクチャやコンパイラの最適化機能
に大きく依存するため，実際にプログラムを実行して決
定している．具体的には ��，�� 9 �+� *� 2� ���� *)�と
し（&'**)+の場合は ����� 9 �+� *� 2� ���� +5�），こ
の *) � *) 9 4))通り（同， */5通り）の組合せから最
適な（������ �����）を決定する．ここで，この自動
チューニングはライブラリをインストールする時に +度行
えば，利用するプロセッサ台数や並列計算機環境が変わ
らなければ再度行う必要がないことに注意しておく．す
なわち，自動チューニングは静的（ライブラリ実行前）に
行われる．
実際のプログラムにおいては， ��，�� はアンロー

リング段数として扱われる．例として， 2段 *列（�� 9
2� �� 9 *）同時消去を行うカーネル部分を以下に示す．
�は行列サイズ， ��は ��
�1 %
�����内の要素を示し
ている．ここで， �は �	で割り切れるものとする．
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以上のようなカーネル部分をもつコードをアンローリング
段数に応じて ���の候補数� � ���の候補数�通りも手
作業で書くのは大変な手間がかかる．そのためその部分
のコード生成は ���� ���用のカーネル部分コード自動生
成ルーチンを用いて行っている．以下にその概要を示す．

	
�
� コード自動生成ルーチン

コード自動生成ルーチン
���� ��� (� �は ���� ���内のカーネル部分とアンロー
リング段数，データ分散幅の定数宣言部を自動生成する．
実際には ���� ���の本来カーネル部分，定数宣言部が記
述されるべき位置に，それらの代わりに指示行が記述さ
れたファイルを用意しておき，各パラメタを指定するこ
とで上に示したような�� と �� を反映したコードが生
成される． ���� ��� (� �の呼び出しは

���� �������	 ��������� �	 �
 �
 �
�����

で行われる． ���������は指示行が記述されたファイ
ル名， �	と �
は前述のアンローリング段数，�
は
データ分散幅，�
�����は出力ファイル名である．
具体的には， ���������の同時多段多列消去を開始

する位置 ����
�����  � ! ��" �� ����� ��#"�にあ
たる位置�に指示行として


���� �������	 ��
	

と記しておくことで先に示したような ��
�1 '
��内と
�����	 '	��
�内の更新演算が自動生成される．また，
�����	 '	��
�のブロック幅 �
で割り切れなかった領
域を更新するために


���� �������	 ����

という指示行を ���
�����  � ! ��" �� ( !���
 (
( �����の位置に記述する．

��� 非零構造からの演算範囲限定

構造解析の分野でしばしば用いられる疎行列は対角要
素に非零要素が集中していることが多く，その場合対角
要素以外の要素に対して乗算を行うとほとんどの場合零
要素との乗算になり，無駄な演算を行っていることにな
る．そこで非零要素の構造を特定するインデックスとし
て，各行，各列の非零要素の終端位置を表す配列を用意
した．具体的には

	
��
��� 9 �第�行の非零要素の最大列番号�
�
��
�	� 9 �第	列の非零要素の最大行番号�

とした．実際には計算誤差を抑えるためのピボット処理
により計算が進むにつれて非零要素の構造は変化し，そ
の際のインデックスの変化を最小にするために 	
��
��� �
	
��
��� +�� �
��
�	� � �
��
�	 � +���� 	 9 *� 2� ����
行列サイズ��とする． 	
��
���� �
��
�	�で示される要素
が第 �行，第 	 列の計算対象領域の終端となる（図 *）．
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図 *: 非零構造からの演算範囲限定
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図 2: 零要素による更新演算の省略

ピボット処理により第 �行と第 �行が交換される場合，
	
��
��� 9 	
��
����� 9 � ; +� �; *� ���� � � +�と更新す
る． �
��
�	�についてはこのような更新を行う必要はない．
以上のようにして無駄な領域の演算を行わないようにす
る．この手法は問題に依存するチューニングに分類される．

非対称行列のサイズを� とすると，通常の ��分解で
は *����2の演算量を必要とするが，演算範囲を限定し
た場合，用いる行列を帯行列とみなして半帯幅
��-

�
�	
��
���� ��を ���とすると演算量は最悪でも 4�

������ であり，例えば ��� 9 ��/とするとその演算
量は 4����*/に抑えられ，通常の場合の *40にまで減
少することになる．

��� 零要素による更新演算の省略

疎行列において，ある行の対角要素とその右端の要素
との間に非零要素がほとんど存在しない場合を考える．
このときブロックアルゴリズムで ��分解を行うと，ブ
ロック行（��
�1 '
��）内の �� � �� の領域がすべ
て )になり，更新演算がすべて零要素との乗算になるた
め更新領域（�����	 '	��
�）内の演算が不要になる場
合がある（図 2）． ���� ���では，更新演算を開始する
前に図 2の �� � �� の長方形ブロックがすべて )であ
るかを調べて，すべて )の場合には更新領域内の演算を
行わないようにして速度向上を図っている．この手法は
問題依存のチューニングに分類される．
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図 4: データ分散方法

��� データ分散方法の最適化

データ分散方式として列サイクリック分散（%
�����
������ <���
�!���
�）（図 4）を採用して ��分解を行っ
たとき，一列の消去演算ごとに通信を行う必要があり，
問題が比較的小さく実行時間内に通信時間の占める比率
が比較的大きな場合に不利になる．そこで列サイクリッ
クに幅を持たせたブロック列サイクリック方式で分散を
行った場合，単純に計算すれば通信回数は +��分散ブロック幅�
に減少し性能が向上すると考えられる．分散ブロック幅
は図 4のブロック列サイクリック分散における�� で表
されている．列サイクリック分散に比べてロードバランス
の点でブロック列サイクリック分散は不利になるが，通信
回数削減の効果に比べてその影響は小さいと考えられる．
しかし最適な�� を一概に決定するのは難しく，多段

多列消去段数の決定と同様に実際に実行して決定する必
要がある．この場合データの分散ブロック幅�� とブロッ
クアルゴリズムとしてのブロック幅 ��，�� とを独立
に決定するとなると，分散ブロック幅の候補それぞれに
ついて先の 4))通り �&'**)+では */5通り�の組み合わ
せを試すことになり，膨大な量の時間とプログラムが必
要になる．そこで同時参照可能なレジスタの数を予想す
るなどして明らかに無駄と判断される ��，�� の組合
せのブロックアルゴリズムは省略して決定するのが現実
的である． *)))年 3月 +日現在の ���� ���では，��
は可変ではあるが最適化は行われていない．

� 性能評価

この章では， ���� ���を #�"$%#� &'()))および
#�"$%#� &'**)+を用いて評価した結果を示す．
本評価で使用した &'()))の各ノードの理論ピーク性

能は (=,�>8&である．その各ノードは +=,�>8&の �8
�����
����
� 8

�	��

�(台の共有メモリ構成となってい
る．ノード間は三次元ハイパクロスバ網で結合されてお
り，その最大転送性能は片方向で +=!��	?秒，双方向で
*=!��	?秒である．また， &'**)+の各 8@の理論ピーク

東京大学情報基盤センターが所有している ���ノード（�#$%�ノー

ド）の &'����のうち �ノード (��ノードを使用した．また，コンパイ

性能は 2))A,�>8&である． 8@間は三次元ハイパクロ
スバ網で結合されており，その最大転送性能は 2))A!��	?
秒である．なお，通信ライブラリとしてはA8��A	����	
8������ ���	
���	�を利用した．現在はデータ分散幅��
は 4)に固定している．表 +，表 *と図 /に使用した係数行
列の情報を示す．この行列は人工心臓の流体解析に用い
られたものであり，これより得られる連立一次方程式を
科学技術用並列行列計算ライブラリ 8@"&�6+)7の
=A'@&���法ルーチン �$������	 &����
� A	��
� 前
処理，リスタート周期 .5(，停止残差 )�(//	�.，問題サ
イズ ++5)(�によって &'**)+で解いた場合， *2)4)反復
で 22/(�)秒を必要とした 6++7�したがってこの行列は非常
に収束の悪い行列といえる． ���� ���によって得られた
残差ベクトルの *�ノルムは )�4/+	�+2となった．

表 +: 使用した係数行列，次元数� 9 4+*35

非零要素の幅 一行当たりの
（対角要素からの距離） 非零要素数

平均 *224�) 5.�5

最大 4)). +).

最小 42 .

表 *: 使用した係数行列，次元数� 9 ++5)(

非零要素の幅 一行当たりの
（対角要素からの距離） 非零要素数

平均 +*/4�* 52�2

最大 *+.3 +).

最小 22 .

��� 多段多列同時消去の効果

���� ���における多段多列同時消去に関するパラメタ
は

� 同時消去段数 ��9�+�*�2�����*)�

� 同時消去列数 ��9�+�*�2�����*)�
�&'**)+は �����9�+�*�2�����+5��

の *種類とした．表 2，表 4は &'()))， &'**)+におけ
る，自動チューニングにより最適化したパラメタの組合せ
を用いた実行時間と，文献 637より妥当と思われるパラメ
タの組合せ（�����）9（(� 4）（&'**)+の場合は
（/� *））を設定した場合の実行時間との比較を示してい
る． 表 2より ���� ���は &'()))の +ノード �(�8�の

ラとして日立の最適化 �)'�'*+,�-�����，オプションとして，

�.�/0���
�
���/����12
���/��
�

�/2��3
���0を指定した．

東京大学情報基盤センターが所有している ���
$4の &'����の

うち ��$4を使用した．またコンパイラとして �)'�'*+では，日

立の最適化 �)'�'*+,� -������%5，オプションとして，

�.�/0$-46
$-�7+6
��/-4'689
��/5#*:
���/

���
�
��/����12
��/;�	2
��/�<�;����
��/<���2��		
��/�����2�	�
��/

<�<�		
��/�����
��/��	��
��/��1	�1�
���0を指定した．
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図 /: 使用した係数行列 �粗いメッシュで構成したモデル，
問題サイズ� 9 +***，非対称行列�

表 2: 多段多列同時消去の効果 �&'()))， *ノード �+5�8�，
�� 9 4)�

��� 問題サイズ： 4+*35

最適化 段数 列数 実行時間 =,�>8& 効率
�� �� 6秒7 ?8@ 607

あり +) 3 (4�+( /�() .*�/

なし ( 4 +*3�4. 2�.. 4.�+

�!� 問題サイズ： ++5)(

最適化 段数 列数 実行時間 =,�>8& 効率
�� �� 6秒7 ?8@ 607

あり +) 3 (�)/ 4�3( 5*�*

なし ( 4 ++�*. 2�// 44�4

ピーク性能 �(=,�>8&�に対する効率 .*�/0を達成して
おり，スパースソルバとしては計算機の性能を十分に引
き出しているといえる．なお，ここで効率は理論最大性
能に対する実効性能である．図 5，図 .に &'()))で最適
な����� を求めるために全探索を行った結果を示す．
これらの図より， �� � �� 9 +))となる双曲線付近
に最適に近いパラメータが分布していることが見てとれ
る．

��� 演算範囲限定の効果

���� ���の演算範囲限定による高速化の結果を示す．
範囲を限定しない場合については ���� ���通常の ��分
解ルーチン�を用いて計算を行った．表 /にその結果を示
す．
���� ���は ,�>8&値の点で ���� ��に及ばない．こ

れは範囲を限定したことによってベクトル長が短くなっ
たり，インデックス参照が増えたことが原因と考えられ
る．しかし，全体の演算量が削減されるため当然通常の
場合に比べて大幅に計算時間は短縮されている．

��� 更新演算省略の効果

零要素との乗算を行う更新演算の省略を行った場合と，
行わなかった場合の結果を表 5に示す． &'**)+でこの

表 4: 多段多列同時消去の効果 �&'**)+， +58@，�� 9 4)�

問題サイズ： ++5)(

最適化 段数 列数 実行時間 A,�>8& 効率
�� �� 6秒7 ?8@ 607

あり 5 * 22�.2 +4(�4 43�/

なし / * 24�/) +4/�+ 4(�4

表 /: 演算範囲限定の効果 ��� 9 4)�

&'()))， *ノード �+5�8�，問題サイズ： 4+*35，
�� 9 +)� �� 9 3

実行時間 =,�>8& 効率 速度向上比
6秒7 ?8@ 607 （対 ���� ��）

���� ��� (4�+( /�() .*�/ 23�)

���� �� 2*(5�+3 .�+4 (3�2 +�)

&'()))， *ノード �+5�8�，問題サイズ： ++5)(，
�� 9 +)� �� 9 3

実行時間 =,�>8& 効率 速度向上比
6秒7 ?8@ 607 （対 ���� ��）

���� ��� (�)/ 4�3( 5*�* 3�.

���� �� ..�3) 5�53 (2�. +�)

&'**)+， +58@，問題サイズ： ++5)(，
�� 9 5� �� 9 *

実行時間 A,�>8& 効率 速度向上比
6秒7 ?8@ 607 （対 ���� ��）

���� ��� 22�.2 +4(�4 43�/ 3�/

���� �� 2+3�+( *)4�* 5(�+ +�)

機能を用いた場合は速度向上比にして 2�240の高速化が
図られたが， &'()))ではほとんど差が現れず，むしろ機
能を使わない場合が高速の場合もあった．このチューニン
グ機能は問題の性質に依存するため，使用するかしない
かをパラメタとして選択できるようにすることが必要と
考えられる．

� ���� ���における知識発見

この章では ���� ���が行った自動チューニングにより
定められたパラメタ情報から得られる知識と，その知識
の活用法について議論する．
2�+章でも述べたように，図 5，図 .より �� ��� 9

��一定�となる双曲線上に効率的な ��分解を行うパラメ
タ群が存在することが理解できる．表 .に高い実行効率を
えたパラメタを示す．これより &'()))では ����� 9
+))程度の値を超えない場合に良い性能を示し，逆にこの
値を超えると急激に性能が低下している． �� ��� の
値は図 +にも示したように多段多列同時消去を行う際に参
照される要素の個数であり，その個数だけ値が計算機内
の物理的なレジスタに固定される．レジスタの数は有限
であるので，その数を超えて値を割り当てようとすれば
当然性能低下を引き起こすことが予想される．すなわち



表 5: 更新演算省略の効果 ��� 9 4)�

&'()))， *ノード �+5�8�，問題サイズ： 4+*35，
�� 9 +)� �� 9 3

実行時間 速度向上比
6秒7 （対・通常）

省略 (2�(+ +�))44

通常 (4�+( +�))))

&'()))， *ノード �+5�8�，問題サイズ： ++5)(，
�� 9 +)� �� 9 3

実行時間 速度向上比
6秒7 （対・通常）

省略 (�)5 )�33((

通常 (�)/ +�))))

&'**)+， +58@，問題サイズ： ++5)(，
�� 9 5� �� 9 *

実行時間 速度向上比
6秒7 （対・通常）

省略 2*�54 +�)224

通常 22�.2 +�))))

各計算機に依存してこのパラメタ �上限値�は決定される
ことが予想される．しかしそうして得られたパラメタの
範囲に収まる�� と �� の組み合わせのうち最も高い性
能を得るパラメタを特定するにはコンパイラのレジスタ
割り当てなどの検討を行わねばならず，さらに細かい議
論が必要になるため，現在は�� と �� の組合せを全探
索によって決定している．以上より得られた知識をまと
めると

+� ���� ����ブロックアルゴリズムを用いた ��分解�
において高い性能を得る ����� の値にはある上
限値が存在する

*� 上限となる ����� の値は主に計算機に依存し，
問題に依存する部分は小さい

2� 具体的に最適な �� と �� それぞれの値を予測する
ことは困難で，最終的には発見的手法によりパラメ
タを決定しなければならない

���� ���によって人工心臓の構造解析を行った際は，
同一の係数行列を用いて数千回にわたり連立一次方程式
を解いたため，全探索を行う自動チューニングのオーバヘッ
ドがそれほど問題にならなかった．しかし，自動チューニ
ングのコストを減らしたい場合は +�の知識を用いてパラ
メタの候補を減らすことにより時間を短縮させることが
できる．さらに *�の知識を用いて，大きなサイズの問題
を解く際にも先に小さなサイズの問題を解いて�����
の値の見当をつけてからチューニングを行うことにより
時間の短縮が図れる．しかし +�*�の知識よりパラメタ探
索の時間を短縮しても， 2�で述べたように最終的には複
数回の実行を繰り返してパラメタを決定することになる．
そこで，ある連立一次方程式を一回だけ解く，すなわち
��分解を一回だけ行う場合は，使用する計算機に依存し
たパラメタをもつ準最適な ��分解ルーチンを用意してお
くといった方法が考えられる．

表 .: 実行時間上位のパラメタ �&'()))�

�� �� 時間 6秒7 �� ���

+ +) 3 (�)/ 3)

* +* ( (�). 35

2 ++ ( (�++ ((

4 +* . (�*4 (4

/ +* 5 (�*3 .*

5 +4 5 (�24 (4

. 3 +) (�2/ 3)

( ++ . (�25 ..

3 +) ( (�23 ()

3 +/ 5 (�23 3)

� おわりに

本稿ではユーザによるパラメタ設定の手間を省き，か
つ自動チューニング機能により高い性能を得ることがで
きるスパースダイレクトソルバ ���� ���の機能と性能に
ついて述べた．自動チューニング機能を使用することによ
り，疎行列の ��分解において最高で理論性能に対する効
率 .*�/0および，通常の ��分解と比較して最大で 23�)
倍の実行性能の向上を達成し，その有用性が示された．
さらに自動チューニング機能によって得られたパラメ

タから，使用する計算機に関する知識が得られ，それは
チューニングにかかる時間の短縮に利用できるというこ
とについて述べた．今後はその知識を活用し自動チューニ
ングの手続きを一般化して，性能を低下させずに汎用的
なルーチンの開発を行う予定である．
今後の課題として，ブロック列サイクリック分散にお

けるデータの分散幅�� の最適化，他機種での性能評価
や新たなチューニング機能の開発などが挙げられる．
なお �����に関する情報は， ����:??����������

�?か

ら入手可能である．
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図 5: 最適な ����� の探索 �&'()))， *ノード �+5�8�，次元数� 9 ++5)(，�� 9 4)�

図 .: 最適な ����� の探索 �&'()))， *ノード �+5�8�，次元数� 9 ++5)(，�� 9 4)�


