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並列固有ベクトル計算における強制対角ブロック化の効果

片 桐 孝 洋��☆

本論文では実対称三重対角行列の固有ベクトル計算時において，強制的に副対角要素を零にするこ
とで対角ブロック行列化し，問題レベルの並列性を増加させる強制対角ブロック化の効果を検証する．
������� ������	
�� ����，������� ������	�� � ノードを用い，理論上強制対角ブロッ
ク化の効果が期待できるように作成した試験行列を用いた数値実験の結果，演算量と通信時間を削減
することで ������ 倍程度の速度向上が達成できる例があることを確認した．
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�� は じ め に
量子力学などの物理学における分野において，エル
ミート行列の固有値・固有ベクトルが必要となる場合
がある．応用分野では，このエルミート行列の全固有
値・全固有ベクトルを計算することをスペクトル分解
とよぶ．エルミート行列 �のスペクトル分解を行う
場合，以下の �種の方法が利用されることが多い：
�方法 ���� 複素 ��	
������変換を用いる方法
�方法 ����� 実対称行列に帰着させる方法
�方法 ������ エルミート行列 �を実部行列 ��と虚部
行列 �� に分け，�� と �� のそれぞれに三重対
角化を利用する方法��

この �手法の性能について比較検討することは興味
深いが，本論文ではあえて方法（ ���にのみ焦点をあて
る．この理由は方法 ����を用いることでエルミート行
列の固有値・固有ベクトル計算が，方法 ���に比べ演
算量を変えることなく実対称行列用の固有値ソルバを
利用できるからである☆☆．
また方式 ����を採用する大きな理由は，本論文で検
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☆☆ さらに実対称行列用の様々な高速化技法を活用できる．欠点は，
方法 �	 に比べて余分な記憶領域が必要な点である．

証する強制対角ブロック化を適用できる点にある．こ
こで本論文で用いる強制対角ブロック化という概念は
新しいものではなく，逐次計算機を対象に作られた固
有値ソルバである �������の固有ベクトル計算ルー
チンにおいて従来から用いられている技法である．と
ころが従来の強制対角ブロック化は主に演算量の削減
のみを考慮したものであり，並列性の向上という観点
から実装されたものではない．そこで本論文では並列
性の向上という点に注目し，実験的にその効果を検証
することを目的にした．
本論文の構成は以下の通りである．まず強制対角ブ

ロック化を説明する前にエルミート行列のスペクト
ル分解において，強制対角ブロック化が理論上利用で
きることを第 � 章で説明する．第 � 章で，本論文の
テーマである強制対角ブロック化について述べる．第
�章は ������� ���������� ��� �� ������

� !

��"� #�，および $	%�#
	 &������'� �� ノードを
用いて強制対角ブロック化の効果の上限を評価するた
め，その効果が期待できる人工的に作られた試験行列
による性能評価を行う．最後に本論文で得られた知見
をまとめる．

�� 強制対角ブロック化の適用例：エルミート
行列のスペクトル分解

ここではまず，エルミート行列の固有値計算に関す
る定義や数学的性質の説明を行う．
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��� エルミート行列の定義
エルミート行列 ����"�#�( �(#��)� とは，以下の
性質をもつ行列である．

� * �� ���

ここで，� � ����，�� は行列 �の共役転置行列で
ある．
いま，複素行列 � の実部からなる行列を �� �

����，虚部からなる行列を �� � ���� とおく．す
なわち，

� * �� + ��� ���

とする．エルミート行列の定義 ���から，以下の性質
がある．

��
� * �� ���

��
� * ��� ���

すなわち実数行列 ��は対称行列，実数行列 �� は歪
対称行列となる．
��� エルミート行列の性質
エルミート行列は以下の性質をもつ��．
性質 �：エルミート行列のすべての固有値は実数で

ある．
性質 �：エルミート行列の固有ベクトルは，もしこ

れらが異なる固有値に対応していれば，互いに直交し
ている．
��� 方法 ����によるスペクトル分解アルゴリズム��

この方法は以下のように計算する方法である．いま
エルミート行列 �を � * ��+ ���，複素固有ベクト
ル �を � * �+��とすると，複素固有値問題 �� * ��

は，
���+ ��� * ���+ ���

��� + ������+ ��� * ��+ ���

��������� + �����+���� * ��+ ���

となる．実部，虚部にまとめて行列表記すると，�
�� ���
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となる．いま，
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とおいた．ここで，エルミート行列の性質である式
������から ,�� * ,� である．すなわち ,�は対称行列
である．したがってエルミート行列 �の固有値問題
は，対称行列 ,�の固有値問題に帰着された．（性質 �.�

も実対称性により満たす．）
また，以下のことがいえる．
定理 �：� * �� + ��� をエルミート行列とする．

このとき �の固有値 �に対する複素固有ベクトル �

は，対称行列 ,�の固有ベクトル ,�の要素から構成さ
れる複素ベクトル �+ �� および �� + ��になる��．
定理 �から，対称行列 ,�に対する固有値問題では，

ある固有値に対する固有ベクトルは �つ以上存在する
ことを示している．すなわちエルミート行列 �の固
有値が全て異なっていても，対称行列 ,�の固有値は
同一の固有値が �個ずつあることになる．したがって
理論上，重複固有値が必ず存在するわけである．

�� 強制対角ブロック化
エルミート行列を実対称行列に帰着させた行列 ,�の
ように重複固有値が理論上必ず存在するような対称行
列を三重対角化する場合，副対角要素が零，もしくは
零とみなせるような小さな値になることがある．すな
わち三重対角化された行列 � は
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となる場合がある．ここで 	は零とみなせる値である．
この三重対角行列 � に逆反復法などで固有ベクトル
を求めるとき，現在計算している固有値 �が ���� に
非常に近い場合 �� � �����，� � �
 の行列が特異に
近くなり演算精度の著しい低下を引き起こすと推察さ
れる．
この状況を避けるため，もし副対角要素が小さく
なった場合は，�� � ����，�� � �������� の小行
列に分ける．すなわち

� *

�
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�

とし，各対角ブロック行列 ��，��ごとに独立に固有
ベクトルを計算する．ここで固有ベクトルに関しては，
�� に対応する固有ベクトルは ���� ���� ��� �� ���� ��

�，
��に対応する固有ベクトルは ��� ���� �� ����� ���� ���

�

のようにとる．
以上の実装上の工夫により，逆反復法中の演算精度，

すなわち固有ベクトルの直交精度の改善が期待される．
また小行列ごとに分割することで，固有ベクトル計算
の計算量も削減できる．さらに並列化する場合，計算
自体の並列性の向上，直交化に関する通信量も削減で
きることになる．
本論文では，この副対角要素を零とみなし強制的

に対角ブロック行列に分割して計算精度の向上，演
算量の削減，および並列性の向上を目指す方法を強制
対角ブロック化（� ��(!� (01��2�� ��#���，以降
�1�）とよぶ．

�� 性 能 評 価
��� 実 験 環 境
ここでは �1�の効果を検証するため，東京大学情
報基盤センタの ������� ����������，および京
都大学学術情報メディアセンタの $	%�#
	 &������'�
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を用いてその効果を調べる．
������� ���������� は分散メモリ型の並列計
算機であり，メッセージ交換により通信を行うことが
できる．本実験で使用した ���������� は，東京大
学情報基盤センタが所有する ���ノード構成のもので
ある．����������の各ノードは �つの ��を有し，
各ノードにおける理論性能は ��/�3$45��，各ノー
ドのメモリは �' 31である．また通信網のトポロジは
� 次元ハイパークロスバ網であり，最大通信性能は片
方向で �/' 367#�
�
，双方向で �/�367#�
�
 である．
本実験では，������� 58#�"�9�� $��#�( :� &��0

�� コンパイラが使われている．またコンパイラオプ
ションは ������� �������	��
 である．通信ライブラ
リとして，日立製作所が提供している ��� ���

(!�

�(

� ! � #��;(��� を用いている．
$	%�#
	 &������'� はベクトル並列型の並列計算
機であり，メッセージ交換により通信を行うことがで
きる．本実験で使用した &������'� は，京都大学学
術情報メディアセンタが所有する '� ノード構成のも
のである．&������'� の各ノードは �3$45�� の
ベクトルユニット，および �35��のスカラユニット
からなり，各ノードのメモリは � 31 である．また
通信網のトポロジはクロスバ網であり，最大通信性能
は �/�367#�
�
である．本実験では，$	%�#
	 <=��&
$��#�( �&�� &��4��コンパイラが使われている．ま
たコンパイラオプションは��� ��である．通信ライ
ブラリとして，富士通が提供している ���を用いて
いる．
��� 実 験 対 象
�1�の効果を検証するため，逆反復法（� >��
� �#0

��(#�� ��#���，���）を用いた固有ベクトル計算��

にこの機能を実装した．���のアルゴリズムの概略は
以下の通りである：
� 対象行列 ? 実対称三重対角行列 �

� 計算対象：標準固有値問題 ��� * ���� の全固有
ベクトル �� � ��. �� * �� �� ���� ��

� 方法の詳細 ? 二分法であらかじめ全固有値を計
算した上で，�(7��!� 商による固有値改良付き
���で全固有ベクトルを計算

� 各固有ベクトル計算の最大反復回数 ? ��

� 解の残差 ����� � �������. �� * �� �� ���� ��に対す
る要求誤差 ? ��� ��� � 	（マシンε）

� 固有ベクトルの直交化：重複固有値に対する固有
ベクトルを計算時に，計算済の重複固有値に対す
る固有ベクトルに対し 3�("0���"��#直交化法
を用いて再直交化
我々は既に，従来手法よりも通信量を削減できる効
率の良い並列固有値ソルバ����� を開発している．���
はこのソルバに採用されているので，新たに �1�の
機能を組み込んで実行時間を測定する．
固有ベクトル計算時の再直交化には，以下の -種類

の再直交化手法を実装した．
� �30� ?修正3�("0���"��#法（����@�� 3�("0

���"��# ��#���. �30�法）
� �30���� ? �� 内データに �30� 法を用いた古
典 3�("0���"��# 法 ��(

��( 3�("0���"��#

��#���. �30�法�

� �30���� ? ��内データに �30�法を用いた �30

�法
� ���30� ? 反復改良 �30� 法 ��#��(#�>� ��@ �0

"� # �30� ��#���. ���30�法���

� A�5�#/ ? 再直交化なし
��� 試 験 行 列
試験行列として，3	�� B�2� 
� �

� 行列（Æ *

�����）を用いた．3	�� B�2� 
� 行列 �
� は以下

のように定義される．
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ここで行列 �
�� � ������ は
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である．
ここでは�

� に対して �1�を適用しない／する，
で以下の �種の行列に分けて性能評価を行う．
� 行列 ��� ? �1�を適用しない

� 次元 � ? ��.���

� 重複しているとみなす固有値の距離 ： '�/-

� 重複固有ベクトルのグループ数：�

� 最大の重複固有ベクトル数（再直交化が必要
な固有ベクトル数）：��.���

� 行列 ��� ? �1�を適用する
� 次元 � ? ��.���

� 重複しているとみなす固有値の距離： �/��:

� 重複固有ベクトルのグループ数：��

� 最大の重複固有ベクトル数（再直交化が必要
な固有ベクトルの最大数）：�

� 対角ブロック行列の個数：�CC

行列 ���では，�1�により複数の �� 次元の正方
対角行列�

�� に分解する．このことで分解された小
行列�

��ごとに ���を独立して適用できる点が行列



�

��� の特徴である．
さらに重複しているとみなされる固有値に対する固
有ベクトル計算時には，再直交化が必要であることに
注意する．再直交化に必要な数は，重複している固有
値に付随する固有ベクトル数と一致する．この理由か
ら行列（�）は行列（�）に対し，��� ����� * -� ���

倍もの個数の再直交化を必要とする．
����� データ分散と並列アルゴリズムの概略
本実験で用いた ���の行列のデータ分散について
説明する．
いま ��番号を ���� * �� �� ���� ��������とする．

このとき，各データを所有する ��番号は以下のよう
になっている．
� 実対称三重対角行列 �： 全 ��が全データを所
有しているが，�1�を適用する場合は各 ��が
担当する固有ベクトルに対応する対角ブロックの
み計算対象になる

� 固有値 ��： ������������番 ��が所有
� 固有ベクトル ��：������������番 ��が所有
ここで ��������は割り切れるものとした．
次に我々の並列 ���ルーチン����� では，大まかに

は図 �のような流れで固有値計算を行う．

	�
 	
 � * ��D����+ �. ��D�����+ ��

	�
 ��（��は重複固有値でない）���

	�
 ���による �� の計算E

	�
 ����

	-
 �番より前の重複固有値 �	 �� � ��

に対応する固有ベクトル �	 �� � ��

全てに �� を再直交化しながら
���による ��の計算E

	'
 ��	��

	C
 ��		


図 � 並列 ��& の概略．なお �� � �������� とおいた．

図 �中の行 	-
では，当然自分の ��内に固有ベク
トルが無い場合も再直交化するが，この時は通信を必
要とする処理となる．この再直交化に伴う通信量や通
信時間は，再直交化の手法により大きく異なる．再直
交化に関する並列アルゴリズムの詳細については紙面
の都合上言及できないが，一つだけ注意すべき点は，
このデータ分割を前提とする場合 �30� 法の並列性
が理論上皆無となる点である．すなわち，�30�法が
本実験で用いた -種の再直交化手法の内で，最も時間
がかかる処理になる．なお各並列再直交化の詳細は，
文献 C�を参考にされたい．
�1�がなされる場合においても，基本的には図 �

のように処理が進む．具体的には，以下の手順で処理
すべき固有ベクトルが無くなるまで処理を続ける．
��� 強制対角ブロック化された対角ブロックを左上か

ら順に番号をつける．
��� 各 ��が計算すべき対角ブロックのうち，番号が
最も若いものを処理対象とする．

���その対角ブロック内で重複固有値を調べ，図 �の
要領で処理を行う．
図 �は，この処理の一例を示している．
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図 � 強制対角ブロック化された行列における固有ベクトル計算順
序の例．ここで ��' &���	() は固有ベクトル �����，��'

&���	(*は固有ベクトル ��#��，��' &��	(+は ����� に
対応している．また固有値 �����，固有値 ��#��，そして固
有値 ����� は重複しているとする．すなわち，�� � ��，
�� � �� � ��，�� � ��．

図 �の例では，���に関して固有ベクトル ��を計
算する前に固有ベクトル �� を計算する方が全体の処
理時間は減少するものと思われる．しかしながら，こ
のような処理のスケジューリングは現在実装されてお
らず，今後の課題の一つである．
��� 実 験 結 果
����� 実 行 時 間
�������� �����������： 表 � は，�������

����������での �1�付きの ���における実行時
間を示している．また東京大学のスーパーコンピュー
タ利用環境の制約から， �'������� 時間以上のジョ
ブは，自動的に実行が中断される．ここで �は �� 数
である．
表 �は，表 �における行列（�）と行列（�）との実
行時間を割ることにより評価した �1�の効果である．



-

表 � ,����,� ��-.../&�� による ��&を用いたルーチンの
実行時間．単位は秒．ここで記号 	 は，実行時間が利用環境
による制限時間を越えたことを意味する．

�� 行列 �) 0 �1& なし
2�� &"#� �"#��) �"#��* ���"#� 3����4

- 	 5+�..6 5+�)-- 	 ).+

)7 	 **�8)5 **�6+5 55�89- 6.

+* 	 )+�+.7 )+�*-. *6�+)+ *8

75 	 9�-77 ).�).- )9�+8- )+

)*- 	 )+�897 )+�99. 	 8

�' 行列 �* 0 �1& あり
2�� &"#� �"#��) �"#��* ���"#� 3����4

- .46) .466 .467 *459 .469

)7 )49* .466 .479 .47) .4++

+* .498 .4+7 .4-* .4-6 .4*.

75 .46* .46+ .456 .4+8 .4+-

)*- .4+) .4*8 .4** .4*6 .4.8

表 � ,����,� ��-.../&��における �1&の効果．（行列 �) 

の実行時間）／（行列 �* の実行時間）で速度向上を算出．

2�� &"#� �"#��) �"#��* ���"#� 3����4

- : 8-�)9. 88�)*) : )85

)7 : 5)�*9- +*�768 8+�5+9 )6)

+* : +7�97) )7�)96 *9�8-. )+6

75 : )-�7)6 **�57* 6*�+8* +5

)*- : 6)�.97 7+�69. : )..

�$	%�#
	 &������'��：表�は，$	%�#
	 &������'�
での �1�付きの ���における実行時間を示している．
表 �は，表 �における行列（�）と行列（�）との実
行時間を割ることにより評価した �1�の効果である．

表 � ;�<	�
� =��-../7+ による ��& を用いたルーチンの実行
時間．単位は秒．

�� 行列 �) 0 �1& なし
23 &"#� �"#��) �"#��* ���"#� 3����4

5 *7�-.* ))�.)) ))�..7 *)�)76 *69

- *7�8)6 7�.59 7�.57 ))�*5+ )+.

)7 *7�-5- +�7+5 +�7+5 7�5)- 76

+* *8�).9 *�69. *�6-- 5�*9* +*

�' 行列 �* 0 �1& あり
23 &"#� �"#��) �"#��* ���"#� 3����4

5 )4+. )4+. )4+5 )4+8 )4*6

- .48. .48. .48) .485 .478

)7 .48) .479 .48) .486 .45+

+* .457 .457 .457 .459 .4++

����� 直 交 精 度
�������� �����������： 表 � は，計算された
固有ベクトルにおける直交精度を示している．
ここでこの精度は計算された固有ベクトルからな
る行列を � とすると，行列 ���� � 
� の $��6�0

 �	
ノルムによって評価するものとする．��� 行列
� * ���	�，�� � * �� ���� � の $��6� �	
ノルム �����


表 � ;�<	�
� =��-../7+ における �1& の効果．（行列 �) 

の実行時間）／（行列 �* の実行時間）で速度向上を算出．

23 &"#� �"#��) �"#��* ���"#� 3����4

5 *.�7)7 -�58. -�*)+ )6�55- *.8

- +-�)75 -�75) -�6)6 )6�)9+ )95

)7 +8�-)5 6�))- 6�))- -�668 )6)

+* 6-�9+* 5�7+. 6�7*7 -�869 97

は以下のように定義される：

�����
 �

�		
 ��
��		�

���	． �C�

しがって �����
 � � であり，� 本の固有ベクトルが
直交化しない場合の上限は �����
 �

�
��� � �� 程度

である．なお �1�を適用した行列（�）については，
強制対角ブロック化された各副対角行列に対応する固
有ベクトルの直交精度の合計になる点に注意する．

表 � ,����,� ��-.../&�� での ��& における固有ベクト
ルの直交精度．単位は ;��'�	�
 ノルム．

�� 行列 �) 0 �1& なし

2�� &"#� �"#��) �"#��* ���"#� 3����4

- : *4*7�#)) 5477�#)) : )77

)7 : )4+5�#6 )4+5�#5 )4+5�#5 )7+

+* : 64)* 64)* 64)* )89

75 : ))46 ))46 ))46 *)-

)*- : **49 **49 : *8-

�' 行列 �* 0 �1& あり �&"#� 法における
最大残差0 
�������� � ������ > 5458�#- 

2�� &"#� �"#��) �"#��* ���"#� 3����4

- +497�#- +497�#- +)46 +497�#- +)46

)7 +497�#- +497�#- +)46 +497�#- +)46

+* +497�#- +497�#- +)4+ +497�#- +)46

75 +497�#- +497�#- +)4+ +497�#- +)46

)*- +497�#- +497�#- +)4. +497�#- +)46

�$	%�#
	 &������'��：表 � は，計算された固有ベ
クトルにおける直交精度を示している．
��� 考 察
����� 速度向上に関して
表 �，表 �からこの行列の場合は，�1�の効果が
非常に大きいことがわかる．特に何らかの再直交化を
行う場合，速度向上が約 �.'��0C�.��� 倍と極めて大
きく，非常に効果的であることがわかる．この一方で
再直交化を行わない場合は速度向上が約 ��0�:� 倍で
あり，再直交化する場合と比べて少ない．このことか
ら並列 ���では再直交化に関する通信時間の占める
割合が多く，再直交化の回数を減らすことが重要であ
るといえる．
表 �から �1�を適用しない場合，�30�は並列処
理の効果（台数効果）がほとんど得られないが，�30�
を利用すると台数効果が得られることがわかる．これ



'

表 � ;�<	�
� =��-../7+ での ��& における固有ベクトルの直
交精度．単位は ;��'�	�
 ノルム．

�� 行列 �) 0 �1& なし �&"#� 法における
最大残差0 
�������� � ������ > *4+*�#)) 

23 &"#� �"#��) �"#��* ���"#� 3����4

5 )49*�#)* -47*�#)* 5495�#)) -45*�#)* )7)

- )495�#)* *4*7�#)) +458�#)) *4*-�#)) )67

)7 )49)�#)* )4+-�#6 )45)�#6 )45-�#6 )8)

+* )4--�#)* 64.9 64.9 64.9 )78

�' 行列 �* 0 �1& あり �&"#� 法における
最大残差0
�������� � ������ > 5458�#- 

23 &"#� �"#��) �"#��* ���"#� 3����4

5 +497�#- +497�#- +)46 +497�#- +)46

- +497�#- +497�#- +)46 +497�#- +)46

)7 +497�#- +497�#- +)46 +498�#- +)46

+* +497�#- +498�#- +)4+ +498�#- +)46

は �30�は理論上並列化できないことによる．また
そのことから �30�で �1�の効果が大きい．
����� 演算精度に関して
表 -，表 'から，�1�を適用すると直交精度が悪化

する．この結果は，当初想定はしていなかった．なぜ
ならば強制対角化することで切り離された副対角行列
に付随する固有ベクトル同士は理論上も実際も完全に
直交化しているので，副対角行列内の直交化を高い精
度で行うことで，�1�を適用しない結果よりも高精
度で計算できると推察できるからである．この原因は，
���各対角ブロック行列の直交化を高い精度で行えな
い；��� 強制対角化したことで ���反復の結果に影響
する重大な誤差が生じた；などの理由が考えられるが，
詳しい解析は今後の課題である．もちろん �1�を適
用した結果の精度で十分であるならば，実行速度の観
点から �1�を適用するメリットは絶大といえる．
一方再直交化方式の観点では，�30�を利用すると

�30�に比べ直交精度が悪化する結果が得られた．こ
の結果は �30�は理論上 �30�よりも精度が高い手
法であるので，この理論上の精度差が顕著になったも
のと推察される．
また �1�を適用した場合，�30����での直交精度

が破綻している．この理由は �� 内に所有する固有ベ
クトルも �30�で直交化したためと推察される．した
がって �30�を利用する場合でも，各 ��が所有する
固有ベクトルについては �30�で再直交化すべきで
ある．同様に �30����でも ��数が増加するにつれ
て直交精度が悪化していく理由は，�30�の精度の悪
さを補える �30�が適用された �� 内固有ベクトル
の数が，��数が増加するにつれ減少したためと推察
される．

�� お わ り に
本論文では，従来から利用されていた �1�を並列

固有ベクトル計算に適用することで，最大で C�.���

倍もの速度向上が達成できる場合があることが明らか
になった．ただし数値実験で用いた行列は �1�が極
めて有効となるように作られた行列であり，ある意味
�1�で得られる効果の上限を評価したものであると
いえる．したがって今後，実際の応用分野で用いられ
ているエルミート行列等で性能評価をする必要がある．
実験結果から �1�を適用することにより直交精度

を低下させる可能性がある．したがって直交精度の観
点からの再評価，もしくは直交精度を改善する手法の
研究をする必要がある．すなわち �1�の閾値をどこ
まで小さくできるか，直交精度の観点から追求するこ
とが今後の課題である．また �1�を適用してとりあ
えず計算し，その結果を利用して �1�を適用しない
で問題を再度解き解の精度を改良する手法も，有用な
方法となる可能性がある．
本数値実験の結果は，単純な並列処理の実装上の工
夫やアイデアから数万倍の速度向上が得られる可能
性を示唆している．したがって，並列数値計算におい
ては実装の研究も軽視できない一例になっているとい
える．
なお�1�機能を付加した並列固有値ソルバは，ソー
スコードなどを含め �1�04�1プロジェクトホーム
ページ ��������������	
��������上で公開準備中
である．
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